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Plan du cours

@ Vocabulaire des graphes
o Définitions
@ Successeurs et Prédécesseurs
@ Matrice d'adjacence

© Chemins et circuits

© Fermeture transitive d'un graphe orienté
@ Accessibilité
@ Fermeture transitive
@ Matrices booléennes et fermeture transitive
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e Un graphe orienté est la donnée d'un ensemble E (ensemble des
noeuds) et d'un ensemble A C E x E (ensemble des arcs).
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e Un graphe orienté est la donnée d'un ensemble E (ensemble des
noeuds) et d'un ensemble A C E x E (ensemble des arcs).

e Etant donnés un ensemble E et une relation binaire R sur E, on peut
représenter cette relation sous la forme d'un graphe orienté.
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Définitions

e Un graphe orienté est la donnée d'un ensemble E (ensemble des
noeuds) et d'un ensemble A C E x E (ensemble des arcs).

e Etant donnés un ensemble E et une relation binaire R sur E, on peut
représenter cette relation sous la forme d'un graphe orienté.

Si E ={1,2,3} et R est la relation définie par xRy < x < y, alors R peut
se représenter sous la forme suivante (dite représentation sagittale) :

1 —{ 2

1R 2: il existe un arc qui relie
| le sommet 1 au sommet 2
3

2 K1 : pas darc entre 2 et 1

v

Vocabulaire des graphes Graphes Année 2025/2026 3/16



Définitions

@ L'ordre d'un graphe est le nombre de sommets de ce graphe.
Il est égal & Card(E), ou E est I'ensemble associé a la relation R.

@ Un élément peut &tre en relation avec lui-méme : le graphe présente
alors un sommet relié a lui-méme par un arc appelé boucle.
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Définitions

@ L'ordre d'un graphe est le nombre de sommets de ce graphe.
Il est égal & Card(E), ou E est I'ensemble associé a la relation R.
@ Un élément peut &tre en relation avec lui-méme : le graphe présente
alors un sommet relié a lui-méme par un arc appelé boucle.

Si E ={0,1,2,3} et R est la relation définie par xRy < 2x < y, alors :

Os—s
L'ordre du graphe est égal a 4
‘ OROcar2x0<0:o0naune
boucle sur 0
2 3
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Définitions

@ L'ordre d'un graphe est le nombre de sommets de ce graphe.
Il est égal & Card(E), ou E est I'ensemble associé a la relation R.
@ Un élément peut &tre en relation avec lui-méme : le graphe présente
alors un sommet relié a lui-méme par un arc appelé boucle.

Si E ={0,1,2,3} et R est la relation définie par xRy < 2x < y, alors :

Os—s
L'ordre du graphe est égal a 4
‘ OROcar2x0<0:o0naune
boucle sur 0
2 3

iz Exercice 1
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Successeurs et Prédécesseurs

Lorsque xRy (lorsque un arc relie le sommet x au sommet y), on dit que y
est un successeur de x dans le graphe associé.

Tout graphe orienté est caractérisé par une liste de successeurs,
généralement représentée sous forme d'un tableau.
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Successeurs et Prédécesseurs

Lorsque xRy (lorsque un arc relie le sommet x au sommet y), on dit que y
est un successeur de x dans le graphe associé.

Tout graphe orienté est caractérisé par une liste de successeurs,
généralement représentée sous forme d'un tableau.

Exemple : graphe et tableau de successeurs

| Sommet | Successeurs |

1 2,3
2 3
3 0
<
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Successeurs et Prédécesseurs

Lorsque xRy (lorsque un arc relie le sommet x au sommet y), on dit que y
est un successeur de x dans le graphe associé.

Tout graphe orienté est caractérisé par une liste de successeurs,
généralement représentée sous forme d'un tableau.

Exemple : graphe et tableau de successeurs

L 2 | Sommet | Successeurs |
1 2,3
2 3

3 3 1]

.

w5 || est également possible de définir la liste des prédécesseurs.
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Matrice d'adjacence

On considére un graphe d'ordre n dont on numérote les sommets de 1 a n.

La matrice d’adjacence de ce graphe est la matrice carrée d'ordre n dont

I'élement d'indice (i, /) est égal au nombre d'arcs reliant le sommet numéro
i au sommet numéro j.
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Matrice d'adjacence

On considére un graphe d'ordre n dont on numérote les sommets de 1 a n.

La matrice d’adjacence de ce graphe est la matrice carrée d'ordre n dont
I'élement d'indice (i, /) est égal au nombre d'arcs reliant le sommet numéro
i au sommet numéro j.

Exemple : graphe et matrice d'adjacence

La matrice d'adjacence est :
1 —{ 2
1110
0 001
o 0 001
3 4 0110
 —

.
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Matrice d'adjacence

On considére un graphe d'ordre n dont on numérote les sommets de 1 a n.

La matrice d’adjacence de ce graphe est la matrice carrée d'ordre n dont
I'élement d'indice (i, /) est égal au nombre d'arcs reliant le sommet numéro
i au sommet numéro j.

Exemple : graphe et matrice d'adjacence

La matrice d'adjacence est :
1 —{ 2
1110
0 001
o 0 001
3 4 0110
 —

.

= Exercices 2,3,4
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Chemins et circuits

On considére un graphe orienté.
@ Un chemin est une succession de sommets dans un ordre donné,
chacun étant relié au suivant par un arc.
o La longueur d'un chemin est le nombre d'arcs qui le composent.

@ Un chemin hamiltonien est un chemin qui passe une et une seule fois
par chaque sommet.

@ Un circuit est un chemin dont le premier et le dernier sommet sont
identiques.
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Chemins et circuits

Exemples de chemins

B

N

D £ e (B,D,E,F) est un
| / |
I\ |

chemin de longueur 3
C ——>

e (EF,C,D,E) est un
~_

circuit de longueur 4

e (B,D,E,F,C,A) est un
chemin hamiltonien
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Chemins et circuits

Propriété

On considére un graphe de matrice d'adjacence M.
Pour tout entier naturel p non nul, le coefficient d'indice (i, j) de MP est le
nombre de chemins de longueur p reliant le sommet i au sommet j.

D
[ M = M* =
C

W — >

Il existe chemins de longueur 4 allant de B
aA )
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Chemins et circuits

Propriété

On considére un graphe de matrice d'adjacence M.
Pour tout entier naturel p non nul, le coefficient d'indice (i, j) de MP est le
nombre de chemins de longueur p reliant le sommet i au sommet j.

M* =

W fe— >
oo+
oo+~ o
o~ O o

O —> O
<
Il

O = = O

Il existe chemins de longueur 4 allant de B
aA )
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Chemins et circuits

Propriété

On considére un graphe de matrice d'adjacence M.
Pour tout entier naturel p non nul, le coefficient d'indice (i, j) de MP est le
nombre de chemins de longueur p reliant le sommet i au sommet j.

A D 0100 1110
1010 s |2 111
‘ [ M_1001M_1101
0000 0000
B——(C

Il existe chemins de longueur 4 allant de B
aA
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Chemins et circuits

Propriété

On considére un graphe de matrice d'adjacence M.
Pour tout entier naturel p non nul, le coefficient d'indice (i, j) de MP est le
nombre de chemins de longueur p reliant le sommet i au sommet j.

A D 0100 1110
1010 s |2 111
‘ [ M_1001M_1101
0000 0000
B——(C

Il existe 2 chemins de longueur 4 allant de B
aA
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Chemins et circuits

Propriété

On considére un graphe de matrice d'adjacence M.
Pour tout entier naturel p non nul, le coefficient d'indice (i, j) de MP est le
nombre de chemins de longueur p reliant le sommet i au sommet j.

A D 0100 1110
1010 s |2 111
‘ [ M_1001M_1101
0000 0000
B——(C

Il existe 2 chemins de longueur 4 allant de B
aA

> Exercices 5,6
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Accessibilité

On considére un graphe orienté d'ordre n dont les sommets sont numérotés
de 1 a n. On note M sa matrice d'adjacence.
Un sommet j est dit accessible depuis un sommet /i s'il existe un

o
chemin reliant / a j.

On appelle matrice d’accessibilité du graphe la matrice carrée
d'ordre n, notée M, dont le coefficient m;; vaut 1 si j est accessible

depuis 7, et 0 sinon.

i)
[l

.
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Accessibilité

On considére un graphe orienté d'ordre n dont les sommets sont numérotés
de 1 a n. On note M sa matrice d'adjacence.
@ Un sommet j est dit accessible depuis un sommet i s'il existe un
chemin reliant / a j.
@ On appelle matrice d'accessibilité du graphe la matrice carrée
d'ordre n, notée M, dont le coefficient m;; vaut 1 si j est accessible
depuis 7, et 0 sinon.

o O O O
O = O =
o O O
O = ==

.
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Fermeture transitive

Soit G un graphe orienté de matrice d'adjacence M.

La matrice M est la matrice d'adjacence du graphe G, appelé fermeture
transitive de G, composé des mémes sommets et arcs que ceux de G,
auxquels on ajoute tous les arcs des « raccourcis ».

Il
o ooo
o+~ oo

O O O =
O O = =

.

Fermeture transitive d'un graphe orienté Graphes Année 2025/2026 11/16



Fermeture transitive

Soit G un graphe orienté de matrice d'adjacence M.

La matrice M est la matrice d'adjacence du graphe G, appelé fermeture
transitive de G, composé des mémes sommets et arcs que ceux de G,
auxquels on ajoute tous les arcs des « raccourcis ».

1 ——(4
0011 0111
0001| 5 |0001

| [ M=1o 10 0] M“lo101

P SR 0000 0000

V.
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Fermeture transitive

Soit G un graphe orienté de matrice d'adjacence M.

La matrice M est la matrice d'adjacence du graphe G, appelé fermeture
transitive de G, composé des mémes sommets et arcs que ceux de G,
auxquels on ajoute tous les arcs des « raccourcis ».

1 ——{4
0011 0111
0001 o~ [0001
‘ [ M=1o 100 MTlo1 01
P SR 0000 0000

.

v Utilité 7 Savoir directement si deux sommets sont reliés par un chemin.
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Matrices booléennes et fermeture transitive

On considére deux matrices A et B composées uniquement de 0 et de 1
(matrices booléennes).
o La matrice A@® B est égale 3 la matrice A+ B dont tous les
coefficients strictement positifs sont remplacés par des 1.
@ La matrice A® B est égale 3 la matrice A x B dont tous les
coefficients strictement positifs sont remplacés par des 1.
o La matrice AlP) est égale a la matrice AP dont tous les coefficients
strictement positifs sont remplacés par des 1.
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Matrices booléennes et fermeture transitive

101 00 1
A=(0 1 1 B=(o 10
00 1 101
102 101
ArB=1|0 2 1 — A@pB=|0 11
102 101
102 10 1
AxB=[1 11 — A®B=[1 11
101 101
2 0 3 101
B*= 10 1 0 — Bl —-|0 10
3065 101
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Matrices booléennes et fermeture transitive

Propriété

Soit G un graphe orienté d'ordre n, de matrice d'adjacence M.

La matrice d’accessibilité M du graphe G est donnée par :

M=MaeMIpMBlag. . ompmh

A L Ordre du graphe : n =4
[ ‘ 0010
o .1 000
Matrice d'adjacence : M = 00 0 0
B C 1 010
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Matrices booléennes et fermeture transitive

On calcule :
0010
1 010
2 3 4 _
M+ M+ M+ M = 000 0
1020
On en déduit :
0010
7 2] 3] Wm_|11010
M=MaopM-lpM->>ldM 00 0 0
1 010
.
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Matrices booléennes et fermeture transitive

0 010 0 010
1 000 > 1010
M= 0 00O M= 0 00O
1010 1010

Un seul coefficient est modifié; il suffit de rajouter I'arc correspondant pour
obtenir G :
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