Colles - Maths Sup PTSI Lycée Laetitia Bonaparte - Ajaccio

Polynomes

Calculer le quotient et le reste de la division euclidienne de :

a) X*+5X3+12X2+19X -7par X2+3X -1

b) X*-4X3-9X?+27X+38par X2-X-7

c) X°—X?+2parX?+1
Soient a, b € C et P € C[X]. Déterminer le reste de la division euclidienne de P par (X — a)(X — b).
Déterminer le reste de la division euclidienne de (X + 1) — X" — 1 par X?> + X + 1.

Déterminer les polynémes P de C[X] vérifiant :

a P(X+1)=PX) 0 X+1DPX)=(X-2)PX+1

b) P(P(X))=P(X) d) P(X?) =(X*+1)P(X)

P, Q et R sont trois polynomes de C[X] tels que : P> — XQ? = XR?.

Montrer que P, Q et R sont des polyndmes nuls.
Déterminer les polynomes de C[X] vérifiant P(0) = 0 et P(X?+1) = (P(X))? + 1.
Décomposer dans C[X] et dans R[X] les polyndmes suivants :

a) P(X)=Xx3-1 b) P(X)=X*+1 ) PX)=XB8+X%+1
Soit P(X) = X* - 6X% +9X% +9.

1. Décomposer X* —6X3 +9X? dans R[X].

2. En déduire une décomposition de P dans C[X] puis dans R[X].
Décomposer dans C[X] puis dans R[X] le polynéme X9+ x84+ x3+1.

Résoudre dans R3 I'équation :

x+y+z = 2

Xyz = —%
1,1,1 _ 1
xtytz = 2

Soit n = 2. Déterminer |'ordre de multiplicité de 2 comme racine du polynoéme :

P,(X)=nX"? —(4n+ DX +4n+ DX —4x"!
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Montrer que le polynoéme :

n’'a que des racines simples dans C[X].

Montrer que le polyndme X" — X + 1 n’a que des racines simples dans C[X].

Soit (Px) kefi0;n) une famille de polynémes de R, [X] tels que pour tout k, deg Py, = k.
Montrer que (Pg) kefo;n) €St une base de R, [X].

On considere I'application ¢ : R, [ X] — R[X] définie par ¢(P) = XP" - P'.
a) Démontrer que ¢ est un endomorphisme de R, [X].
b) Déterminer Ker ¢ et en donner une base. En déduire rg.

c) Déterminer Im¢ et en donner une base. Retrouver rg.

On considere I'application ¢ : RLX] — R[X] définie par (¢(P))(X) = P(X +1) - P(X).

Démontrer que ¢ est linéaire. Calculer son noyau et son image.
Soit 1 € N et soit ¢ : R, [ X] — R[X] définie par (p(P))(X) = (X2 - 1)P'(X) — nXP(X).
a) Démontrer que ¢ est un endomorphisme de R, [X].

b) Déterminer Ker ¢ en fonction de la parité de n et en donner une base. En déduire rg¢.



