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Théoreme de Rolle - Accroissements Finis

Théoréme de Rolle

Soit f:[0;2] — R une fonction deux fois dérivable telle que f(0) = f(1) = f(2) =0.

Démontrer qu'il existe ¢ € ]0;2[ tel que f”(c) =0.

Soit f: [a; b] — R une fonction 7 fois dérivable.

1. On suppose que f s’annule n + 1 fois sur [a; b]. Démontrer qu'il existe ¢ € [a; b] tel que f(”)(c) =0.

2. Onsuppose que f(a) = f'(a) =...= f" Y (a) = f(b) = 0. Démontrer qu'il existe c € [a; b] tel que £ (c) = 0.

Soit f(x) = (x — a1)(x — a2) ... (x — ap) une fonction polyndme de degré n ayant n racines distinctes a; < az <
...< ay. Démontrer que ' admet n — 1 racines distinctes.

Soit P une fonction polynome. Démontrer que I'équation P(x) = ¢* admet un nombre fini de solutions.

Soient a et b deux nombres réels, et f la fonction définie sur R par f(x) = x" + ax+ b.

Démontrer, en utilisant le théoréme de Rolle, que I'équation f(x) = 0 admet au plus trois solutions réelles.

Soit a € R. Soit f : [a;+oo[ — R une application continue sur [a; +ool, dérivable sur ]a; +oo, telle que f(a) =0
et xlirP f(x) = 0. Montrer qu’il existe c € ]a; +oo[ tel que f'(c) =0.
—+00

Soient f et g deux fonctions définies et continues sur [a; b], dérivables sur ]a; bl.

1. Démontrer qu'il existe c € ]a; b[ tel que :
g -g@) =g b) - fla)

2. En déduire I'implication suivante :

, —
f =] = lim —f(x) f@ =1

1m = =
x—at g'(x) x—a* g(x)—gla)

s . cosx—e*
3. Application : calculer lim ———— .
x—0t (x+1)e* -1

Théoréme des Accroissements Finis

Soit f une fonction dérivable sur R, telle que f(0) =0et Vx>0, f(x) > x.

1. Démontrer que f'(0) > 1.
2. Démontrer que Vx > 0, il existe ¢ € ]0; x[ tel que f'(c) > 1.

Soit f une fonction de classe C!sur[0;1].On suppose que f(0) =0 et que Vx € [0;1], f'(x) > 0.

Démontrer que :
Im>0/Vxel0;1], f(x) > mx
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Démontrer, a I'aide du théoréme des accroissements finis, 'inégalité suivante :
t
V>0, — <arctant <t
1+ 71
ATaide du théoréme des accroissements finis, déterminer la limite suivante :
. 1 1
lim (x+1)exTI — xex
X—+00
Al'aide du théoréme des accroissements finis, démontrer qu’au voisinage de +oo, on a:
Inn
n+l/n +1-— {l/_ _ _2
n
1. Démontrer que pour tout réel x >0, ona:
1 1
——<In(+x)-lnx< -
1+x X

P . P 1 1 1
2. En déduire que la suite (u,) définie par u,, = —— + +...4+ — converge vers In2.
n+l n+2 2n

Soient 0 < a < 1 et k € N*. Démontrer que :

a ¢ a a
mg(k+l) -k gkl‘“
En déduire qu’au voisinage de +oo :
n 1 n(l
k; K- T a
Soit (1) la suite définie pour tout entier naturel » par :
1 1 1
Up=l+—+—+...+—
1 2! n!

2
En considérant, pour tout entier 7, la fonction f,, définie sur [0;1] par f,,(x) =e™* (1 + % + % +...+ %), démontrer que (1)

converge vers e.

On considere la fonction f définie sur R} par f(x) =4 - iln X.

1. Montrer que f admet un unique point fixe a, et que a € I =13;4[.
2. Montrer que [ est stable par f et que pour tout x € I, |f’(x)| < 1—12
3. Soit (x,) la suite définie par xj € I et pour tout entier n, x,+1 = f(x,).

Démontrer que (x,,) converge vers a, et donner une approximation de a 2 107° preés.

Soit (u,) la suite définie par ug # 0 et up4+1 =2+ u—12

1. Démontrer que pour tout entier n, 2 < u, < %.
2. Démontrer que (uy,) et (12,+1) sont adjacentes. Que peut-on en déduire pour (u,) ?

3. Déterminer une valeur approchée de la limite de (u,).



