CHAPITRE O

Produit Scalaire

Objectifs
1. Calculer un produit scalaire en utilisant une formule adaptée

2. Caractériser I'orthogonalité avec le produit scalaire

3. Calculer des longueurs et des mesures d’angle



CHAPITRE 6. PRODUIT SCALAIRE

Introduction
1. On considere le triangle ABC suivant, rectangle en A.

B

A

Calculer la valeur exacte de BC, puis déterminer une valeur approchée au degré prés des angles B et C.

2. On considere a présent le triangle ABC suivant :

A 4

Peut-on déterminer la longueur BC 2 la mesure des angles B et C?
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6.1 Produit scalaire

6.1.1 Produit scalaire et normes

Définition. On appelle produit scalaire de deux vecteurs u et v le nombre réel :

1
—_ — — —_— .2 -2 -2
u-v=5(llu+ viIc=lul®=1vi)

ou

‘v

N

1
— 2 — 2 - =2
E(IIMII Hlvlt=lu-vli9)

J

Ces deux définitions équivalentes permettent de calculer le produit scalaire de deux vecteurs, en connaissant leurs normes

et la norme d’un des vecteurs % + v ou U — V.

Exemple. A, B et C sont 3 points tels que AB =6, AC = 3 et BC = 5. En remarquant que AB-AC=AB+CA= CTB’), on peut

calculer le produit scalaire AB - AC avec la deuxieme formule :

C
3 AB-AC = %(uﬁéuh||E||2—||@—E||Z)
A N = %(ABZ+AC2—BC2)
= %(36+9—25)
6 = 10

Dans I'exemple précédent, nous avons montré la propriété suivante :

Propriété. Pour tous points A,B et C du plan, on a:

T 2 2 2
AB-AC = - (AB® + AC® - BC?)

Exemple. Soit RECT un rectangle, tel que RE =6 et RT = 4. Calculer RE-RC.
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6.1.2 Produit scalaire et projection orthogonale

On peut exprimer le produit scalaire AB - AC de maniere trés simple, a condition d’introduire un point H bien choisi :

’ Propriété. Soient A, B, C trois points distincts du plan. Soit H le projeté orthogonal de C sur (AB). Alors : 1
AB-AC = AB- AH

C C

| i

| |

| |

| |

l . Ei A

A B H B
Si AB et AH sont de méme sens : Si AB et AH sont de sens contraires :
AB-AC = AB.AH |AB-AC=—AB.AH

Démonstration. On démontre la propriété dans le cas ot A, B, C ne sont pas alignés, et oit AB et AH sont dans le méme sens.

La démonstration repose sur le fait que les triangles AHC et BHC sont rectangles en H, ce qui implique que :
BC? = BH* + CH? AC?* = CH* + AH?

D’apres une propriété précédente, on a :

—_— — 1
AB-AC = E(ABZ+AC2—BC2)
1
= 3 (AB? + (CH? + AH?) — (BH? + CH?))
1 2 2 2 2 2 ¢
= 5(AB +CH?+ AH*>-BH?-CH?)
1
= E(AB2+AH2—BH2)
1 2 2 2
= E(AB + AH? - (AH- AB)?) ]
A B
1
= 3 (AB? + AH? — (AH? —-2AB.AH + AB?))
1
= 5(2AB.AH)
= AB.AH
Dloir :

AB-AC = AB.AH

Exemple. Soit ABCD un carré de c6té 1. Calculer AB-AC et AB- AD.
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6.1.3 Produit scalaire et angles

On dispose d'une formule “géométrique” plus générale que la précédente, qui ne nécessite pas l'introduction du point H,

mais qui fait intervenir le cosinus d'un angle :

Propriété. Soient U et v deux vecteurs non nuls du plan. Alors :

\?Z-TI: T 17l xcos(ﬂ,?)\

Remarque. Dans I'expression précédente, cos (T[,Tf) est
le cosinus de la mesure en radians de I'angle formé par les

vecteurs u et v, représentés avec la méme origine.

En considérant 3 points, on a la propriété équivalente suivante :

<l

=

Propriété. Soient A, B et C trois points du plan distincts. Alors :

AB-AC = AB x AC x cos (BAC)

Démonstration. Ce résultat s'obtient facilement avec la formule précédente.

ler cas : I'angle BAC est aigu.

A B

Dans ce cas, on a d'apres la formule précédente :
AB-AC = AB x AH

Or, dans le triangle AHC rectangle en H, on a d’'apres la tri-

gonométrie de collége cos (BAC) = cos (HAC) = 42 etdonc:

AH = AC x cos (BAC)

Etdonc:

AB-AC = AB x AC x cos (BAC)

Exemple. ABC est triangle isocele en A tel que AB =3 et
ABC = - Calculer AB-AC.

2éme cas : 'angle BAC est obtus.

C

b.
H

A B

Dans ce cas, on a d’apres la formule précédente :
AB-AC =—-AB x AH

Or, dans le triangle AHC rectangle en H, on a d’apres la tri-

- S e — AH .
gonométrie de college cos(HAC) = £Z et donc:
AH = AC x cos (HAC)

Ici, on remarque que HAC =n-BAC, et d’apres la formule

trigonométrique cos(im — x) = —COSX, ona:
cos (ﬁAﬁ) =—cos (B//E’)

Onadonc: AB-AC = — AB x AC x (—cos (BAC))

E-E:ABXACXCOS(WZ)
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6.1.4 Produit scalaire dans un repéere orthonormé

Sil'on se place dans un repere orthonormé, on peut donner des coordonnées aux vecteurs. Le produit scalaire se calcule

alors treés simplement avec la formule suivante :

/
—| X —
Propriété. Dans un repére orthonormé, on considere les vecteurs u ( ) etv ( ) .Alors:
y y
U-v=xx+yy
Démonstration. On sait que, pour tous vecteurs U et 7, ona:
- = 1 — — 2 — 2 — 2
u- v—§(||u+ vIF= 1" =17 1I1%)
N z -_ x z
Or, dans un repere orthonormé, la norme du vecteur u est donnée par :
y
Il =1/ %%+ y?
Ainsi,ona:
=2 _ 2, .2
lull®=x"+y
De méme :
=12 2 12
lviI®=x"+y
!/
— | x+x
Etcomme u + v ) ,alors:
y+y
2 "2 "2
lu+vic = x+x)++y)
= xX*+2xx +x?+y*+2yy + 9"
Ainsi, Vexpressionde 1 - U devient :
- — 1
u-v = E(x2 +2xx + X2+ P +2yy + Y% - (2 + 2 - (% + ')

1 / !
= E(Zxx +2yy)

= xx' +yy

Exemple. Dans un repére orthonormé, on considére les vecteurs :

Ona:
U-T=2x(=D+1x3=-2+3=1 U-v=1
U-W=2x4+1x0=8+0=8 U-w=8
V- W=-1x443%x0=—-4+0=—4 T w=-4
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6.2 Propriétés du produit scalaire

6.2.1 Propriétés algébriques

Grace aux formules précédentes, on peut calculer le produit scalaire de deux vecteurs dans quasiment toutes les situations.

On peut également dégager des propriétés algébriques, comme les suivantes :

Propriété. Soient 1, U et w trois vecteurs du plan. Alors :

1. -V =7 - :leproduit scalaire est symétrique

2. U-(V+W) =TT +u-w:leproduit scalaire est compatible avec Vaddition
3. (au)-(bV)=axbxu-V :leproduit scalaire est compatible avec le produit

4. U+ =Ul?+2U -V + |72 : cest une identité remarquable pour le produit scalaire

\. J

Un cas particulier ol1 le produit scalaire est tres facile a calculer, c’est lorsque les vecteurs sont colinéaires. Cette propriété se

déduit facilement de la formule avec le cosinus, sachant que cos(0) =1 etcosm =—-1:

Propriété. Soient 1 et v deux vecteurs du plan colinéaires.

1. Sid et v sontde mémesens,alorsu-v = || x| 7|

2. SiU etV sontde sens contraire, alors U - v = —||u || x |V ||

Remarque. Un corollaire (un résultat qui découle immédiatement d’'un autre) de cette propriété est que u - u = || % [|%.

6.2.2 Orthogonalité

Un second cas particulier est lorsque le produit scalaire est égal a 0.

Définition. Soient u et v deux vecteurs du plan.

On dit que % et ¥ sont orthogonaux lorsque 7 - v = 0. On note alors % L 7.

Propriété. Soient (dy) et (do) deux droites du plan, de vecteurs directeurs respectifs Uetv.Alors:

(d) L(dy) = ©U-V=0

Exemple. Dans un repere orthonormé, on consideére les points :
A4;3) B2;0 C(B;-2) D(0;2

Les droites (AB) et (BC) sont-elles perpendiculaires ? et les droites (AC) et (AD)?
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6.3 Applications du produit scalaire

6.3.1 Formules d’Al Kashi

Propriété. Soit ABC un triangle avec a = BC, b = AC
etc=AB. Alors:

a? = b* + ¢* - 2bc x cos (A)

b* = a* + ¢* - 2ac x cos (B)

¢® = a*+b*-2abxcos(C)

Remarque. Les formules d’Al Kashi sont une généralisation du théoréme de Pythagore : si par exemple, on a A = 90°, on

retrouve I'égalité a® = b? + c. Ces formules sont trés utiles pour calculer des angles et des longueurs dans un triangle.

Démonstration. On démontre la premiere égalité, les deux suivantes se démontrent de la méme maniere.

1l suffit de calculer le produit scalaire AB- AC de deux manieres différentes :
1. D’apres la propriété énoncée au début du chapitre, on a :
3.ar_ Loane 2 _ 2
AB-AC = Z(AB® + AC* - BC?)

Donc:

— — 1
AB-AC:5(02+b2—a2)

2. D'apreés la formule avec les angles, on a :
AB-AC = || AB| x | AC| x cos (A)

Dois :

TB-R:cxbxcosﬁ‘

Ainsi, les deux produits scalaires étant égaux, on a donc :
L2 12 2 a
z(c +b°—a“)=cxbxcosA

2 +b*—a®=2bccosA

a®>=b*+c®>-2bccos A

Exemple. Retour al'exemple d’'introduction.

Exemple. ABC estun triangle isocele en A, tel que AB =3 et BAC =120°. Calculer BC.
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6.3.2 Théoreme de la médiane

Propriété. Soient A, B et M trois points du plan. Soit I le milieu de [AB]. Alors :
MA? + MB? =2M1I? + 21 A®
M
A B
1
Démonstration.
MA?>+MB?> = MA?+MB?

= (MI+I1A)?+(MI+IB)?
= MI2+2MI-TA+ 1A%+ MI?+2MI-1B + IB?
= MIP+IA2+MI?+1B>+2MI-(IA+IB)

Or I est le milieu de [AB], donc IA+ IB= 0 etIA=IB, donc IB? = [ A%,
Ainsi :
MA? + MB? =2M1? + 21 A?

Exemple. Soit ABCD un parallélogramme de centre I, tel que AB=7, AD =5, BD =8.

Calculer la longueur AC.
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