CHAPITRE 12

Fonctions Trigonométriques

Une fonction trigonométrique est une fonction dont la variable est une mesure d’angle. Dans ce chapitre, nous
allons nous intéresser particulierement a deux d’entre elles - les plus connues - qui sont les fonctions cosinus et

sinus. Une partie importante de ce chapitre est un ensemble de rappels de Premiere.

12.1 Cercle trigonométrique (rappels)

12.1.1 Enroulement de la droite numérique

Définition. On munit le plan d’'un repére or-
thonormé (0;7;7) avec i = Ol et 7 = 0J. C /
Le cercle trigonométrique est le cercle % de -

centre O et de rayon 1, sur lequel on choisit une ,

* le sens direct (ou sens positif ou sens
trigonométrique) : c’est le sens contraire

au sens de rotation des aiguilles d’'une
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montre

* le sens indirect (ou sens négatif) : c’est
le sens de rotation des aiguilles d'une

montre
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Propriété. A tout nombre réel x, on associe un
unique point M sur le cercle trigonométrique
de la maniére suivante : on “enroule” autour du
cercle un axe orienté, gradué, d'origine I.

Le point de l'axe d’abscisse x se superpose alors

a un unique point M du cercle.

= Vert : Sens + = Rouge : Sens -

Propriété. * Si x est un nombre réel et M le point du cercle trigonométrique associé a x, alors M est

associé a tous les nombres réels de la forme x + k x 27, ot k € Z.

 Six etx' désignent deux nombres réels tels que x— x' = k x 27, k € Z, alors x et X' sont associés au méme

point du cercle trigonomeétrique.
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12.2 Cosinus et sinus d’'un nombre réel

12.2.1 Définition et valeurs remarquables

Définition. Soit x un nombre réel, et soit

. . sinx
M (xpr; ym) son image sur le cercle trigono-

métrique. On définit le cosinus et le sinus du

-1
nombre x en posant : 0
COSX = XM sinx = yy
-1
Propriété. Pour tout nombreréel x, ona:
—1<cosx<1 —1<sinx<1 (cosx)? + (sinx)® =1

1 On note (cos x)? = cos? x et (sin x)? = sin® x, de sorte que I'égalité précédente s'écrit : cos® x +sin® x = 1

Propriété. Pour tout x € R, et pour toutke Z :
cos(x+2km) =cosx sin (x +2km) =sin x
) A
Propriété. Valeurs remarquables de cos et sin 75]—‘ z
Bl NG

Nombre x 0| % i o z 21 4 z
Angle associé | 0° | 30° | 45° | 60° | 90° : | ; 3
COS X 1 ‘/7‘5’ ‘/75 % 0 | 3 3 I
sinx 0 % g ‘/7‘;’ 1 0 % \/72 \/7§ ]

1= Tableau a connaitre par coeur!!
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12.2.2 Angles associés T

Propriété. Pour toutréelx, ona:

S
|
=
=

cos(—x) =cosx sin(—x) = —sinx

~

Ccos(m+x)=—cosx sin(w+ x) = —sinx

9 q —X
CoS (T —X) =—cosx sin(w— x) =sinx T+ X

Exemple. Calculer les valeurs exactes de cos (—%) et sin (-7 ).

Exemple. Calculer les valeurs exactes de cos (3Z) et sin ().

12.2.3 Formules d’addition

Propriété. Pourtousréelsaeth:
cos(a+b) =cosacosb—sinasinb sin(a+ b) =sinacos b+ cosasinb

cos(a—b) =cosacosb+sinasinb sin(a— b) =sinacosb—cosasinb

Exemple. Calculer les valeurs exactes de cos (%) et sin (%).

Exemple. Trouver une formule pour tan(a + b) et tan(a — b).

12.2.4 Formules de duplication

Propriété. Pour toutréel a :

2 2

cos(2a) = cos“ a—sin a=2cos’a-1=1-2sin’a sin (2a) = 2cosasina

Exemple. Exprimer cos a en fonction de cos (4). En déduire les valeurs exactes de cos ({5) et cos ().

T
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Exemple. On considére un réel a tel que 7 <a < metsina =

Calculer les valeurs exactes de cos a,sin2a, cos2a, sin3a,cos3a.

Exemple. Exprimer tan(2a) en fonction de tan a.

12.2.5 Equations

sont:

Propriété. SoitacR.

Les solutions dans R de l'équation cosx = cosa

kezZ

M(a)

E

E
N

\
/ 7
!

M'(—a)

sont:

Propriété. SoitacR.

n—a+2kn’

Les solutions dans R de l'équation sinx = sina

M (m—a)

N

W

v

Exemple

. Résoudre dans [0;27] I'équation cos x = 4

5.

Exemple

. Résoudre dans [—7; 7] 'équation sinx = —

NI=

Exemple

. Résoudre dans [0;27] I'inéquation cos x >

[

2

2 -

Exemple

. Résoudre dans [0;27] I'inéquation sin x <

Ne
3




12.3. FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES CHAPITRE 12. FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

12.3 Fonctions trigonométriques

Définition.
» Lafonction x € R— cos x est appelée fonction cosinus.

¢ Lafonction x € R— sin x est appelée fonction sinus.

12.3.1 Parité - Périodicité

Définition. Une fonction f est dite paire si pour tout x € Zy, f(-x) = f(x).

¢y est alors symétrique par rapport a I'axe des ordonnées.

Une fonction f est dite impaire si pour tout x € 7y, f(-x) = - f(x).

¢’y est alors symétrique par rapport a l'origine du repere.

Propriété.
La fonction cos est paire. La fonction sin est impaire.

En particulier, pour tout réel x :

cos(—x) =cosx sin(—x) = —sinx

Définition. Soit f une fonction définie sur Zy. Soit T € R.

f estdite T-périodique si pour tout réel x € 7y, f(x+T) = f(x).

Remarque. Si f est T-périodique, alors pour tout entier relatif k, et pour toutréel x e Dy, ona f(x+kT) = f(x).

Propriété. Les fonctions cos et sin sont 2 -périodiques.

En particulier, pour tout réel x :
cos (x+2m) =cosx sin (x + 2x) =sinx
Plus généralement, on a, pour tout réel x et pour tout entier relatif'k :

cos(x+2km) =cosx sin(x+2km) =sinx

Remarque. Pour représenter graphiquement une fonction T-périodique, il suffit de la représenter sur un inter-

valle de longueur T, puis de dupliquer indéfiniment la partie de la courbe « a gauche et a droite ».
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>

Période

Exemple. Calculer les valeurs exactes de cos (Z£) et sin (=222).

Exemple. Etudier la parité et la périodicité de la fonction f définie sur R par :

f(x) =cos(2x) —sin (4x)

12.3.2 Dérivabilité

Propriété. Les fonctions cos et sin sont dérivables en 0. En particulier, on a :

. cosx—1 . sinx
lim —— =0 Iim —=1
x—0 X -0 X

Démonstration. La démonstration est admise! O

Propriété. Les fonctions cos et sin sont dérivables sur R, et pour tout réel x :

cos’'(x) = —sinx sin’(x) = cosx

Démonstration. Soit a € R. Soit h # 0. Grdce aux formules d’addition, on a:

cos(a+h)—cosa cosacosh—sinasinh —cosa

h h
cosax (cosh—1)—sinasinh

h

cosh—-1 . sinh
cosa x T—smax

cosh—1 sinh
Or, d’apres la propriété précédente, }lim ———=0et }lim —— = 1. On en déduit immédiatemment que :
-0 —0

cos(a+ h)—cosa .
lim =—sina
h—0 h

Ainsi, cos est dérivableen a et :

| cos'a=—sina|

La démonstration est analogue pour sin. O

Propriété. Soit u une fonction dérivable sur I. Les fonctions cos (u) et sin (u) sont dérivables sur I, et :

cos' (u) = —u'sin (u) sin’(u) = v’ cos (u)
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Exemple. Calculer la dérivée des fonctions f et g définies sur R par :

f(x) =3cosx—2sinx g(x)=cos(2x+1)

Exemple. Calculer la dérivée de la fonction tan.

12.3.3 Variations des fonctions cosinus et sinus

Les fonctions cosinus et sinus étant 2xz-périodiques, on peut se contenter de les étudier sur un intervalle de lon-
gueur 27 comme [—7;7]. Etant de plus paire et impaire (respectivement), on peut encore les étudier sur [0;7] :

leurs variations sur [—7;0] se déduira par symétrie.

Propriété. Les variations de la fonction cosinus sont données dans le tableau suivant :

STE]

X 0 T

1
—_
COS X 0
\ _1

NN\ AN/
VARVARVARVA

On remarque la symétrie par rapport a 'axe des ordonnées, conséquence de la parité de la fonction.

Propriété. Les variations de la fonction sinus sont données dans le tableau suivant :

X 0 < i1
1

sinx - — T 0

ANVAN A
AV IRV RV,

On remarque la symétrie par rapport a I'origine du repére, conséquence de 'imparité de la fonction.
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